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Resumo: O presente trabalho apresenta expressdes
generalizadas de ordens superiores para a avaliacdo da
incerteza padrdo de medicdo. Resultados préximos daqueles
provenientes do Suplemento 1 do GUM séo alcangados por
esses métodos a um baixo custo computacional.

Palavras chave: incerteza de medi¢cdo, momentos de ordens
superiores, propagacao de incertezas, modelos néo lineares.

1. INTRODUCAO

O Guia para a expressdo da incerteza de medicdo (GUM)
[1] utiliza a expansdo em série de Taylor truncada no termo
de primeira ordem da fungdo de medicdo para expressar a
melhor estimativa do mensurando e sua respectiva incerteza
padrdo, via a abordagem da lei de propagacgdo de incertezas
(LPU). Em muitos casos praticos, esse procedimento de
primeira ordem é suficiente para caracterizar a incerteza
padrdo até mesmo em modelos de medicéo (fracamente) ndo
lineares.

No que tange ao calculo da melhor estimativa do
mensurando, quando a funcdo de medicdo é ndo linear, i.e.,
ao inveés de substituir as estimativas das grandezas de
entrada diretamente na funcdo (estimativa linear), pode-se
optar por obter as observacGes independentes do
mensurando a partir das observacfes (independentes) das
grandezas de entrada previamente utilizadas na funcéo, e
assim calcular a média dessas observagdes (estimativa ndo
linear). Entretanto, a incerteza padrdo (combinada) de
medicdo, associada a aquela estimativa do mensurando, é
baseada em um método linear ou de primeira ordem.
Existem modelos de medicdo, contudo, em que a nao
linearidade ¢ significativa, dessa maneira o uso da
aproximacdo linear para a avaliacdo da incerteza de medicéo
do mensurando é incorreto, o que justifica o uso dos termos
de ordens superiores da expansdo em série de Taylor da
funcéo de medigé&o.

Os termos de ordens superiores podem exibir muitas
propriedades desejaveis em um processo de medicdo, entre
estas se destacam: caracterizacdo e deteccdo de ndo
linearidades de sistemas de medicdo. Um esquema
conceitual para ilustrar os efeitos das ordens superiores para
a avaliacdo da incerteza de medic&o é apresentado na Fig. 1,
sobre a qual sdo esbogados comportamentos da incerteza
padrdo em funcdo do resultado de medicdo (estimativa) do

mensurando, para diferentes aproximagdes ou expansdes da
série de Taylor da funcdo de medicéo.
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Fig. 1. Esquema conceitual para demonstrar os efeitos de ordens
superiores em um processo de medicao.

Como pode ser observado na Fig. 1, um aumento da
ordem, por meio da expansdo em série de Taylor da funcédo
de medigdo, na expressdao da incerteza padrdo tende a
aproximar-se cada vez mais da ordem exata da incerteza
padrdo de referéncia’. Ou seja, 0 método de segunda ordem
para avaliar a incerteza padrdo é mais abrangente do que o
método de primeira ordem, assim como o método de terceira
ordem engloba o de segunda ordem e assim por diante, até
que se reproduza completamente a ndo linearidade da funcéo
de medicdo.

Em diversos campos da ciéncia e tecnologia, como por
exemplo, nanotecnologia e aplicacGes de engenharia de alta
precisdo de medicdo, incertezas de medicdo associadas a
métodos ndo lineares sdo relevantes; alguns trabalhos
mostram aplica¢Bes que necessitam recorrer a esses métodos
em processos de medicdo, a saber: em teste de robustez de
sistemas submetidos a ruidos [2] e em sistemas mecanicos
de medicdo [3]. Portanto, avaliagdes de incertezas
provenientes de métodos de ordens superiores podem ser
utilizadas para refletir a correspondente influéncia da ndo
linearidade existente em um processo de medicao.

! No presente contexto, a incerteza padrdo de referéncia é
aquela proveniente de um método que considera todas as
ndo linearidades da fungdo de medicdo, e.g., o método
proposto pelo Suplemento 1 do GUM (GUM S1)[4].



Em situacdes onde as func¢bes de medicdo sdo fortemente
ndo lineares, 0 GUM recomenda usar alguns termos de
ordens elevadas a incerteza padrdo combinada de primeira
ordem [1, nota 5.12]. Entretanto, existem restricdes quanto
a0 uso desses termos para avaliar a incerteza padrdo usando
fungdes de medigdo ndo lineares, sdo estas: as grandezas de
entrada devem ser mutuamente independentes e gaussianas.
Maiores detalhes sobre estas restricdes podem ser
consultados em [5].

De modo a superar essas limitagBes, alguns trabalhos
tém sido desenvolvidos: Lira [6] propds uma expressao de
segunda ordem para a incerteza padrdo baseada no terceiro e
quarto momento estatistico, contudo a funcdo de medicdo
era composta de apenas uma grandeza de entrada; Wang e
lyer [7] prop6em uma expressdo de segunda ordem para a
incerteza padrdo que contempla N grandezas de entrada na
funcédo de medicdo, entretanto essa Ultima expressao é valida
somente para as grandezas de entrada mutuamente
independentes e gaussianas; Mekid e Vaja [8] propuseram
expressdes de segunda e terceira ordem para ambas as
estimativas do mensurando e suas respectivas incertezas
padrdo em funcBes de medigdo que possuem uma ou duas
grandezas de entrada; um trabalho mais abrangente foi
proposto por Martins [9], no qual expressfes generalizadas
de segunda e terceira ordem, para avaliar a estimativa do
mensurando e sua incerteza padrdo, foram desenvolvidas.
Essas expressdes podem ser usadas em fun¢des de medicdo
que possuem N grandezas de entrada mutuamente
independentes.

O presente trabalho visa apresentar uma aplicacdo das
expressdes generalizadas de segunda e terceira ordem para
avaliar a estimativa do mensurando e sua incerteza padrdo
em um modelo de medicdo bastante comum em diversas
areas da ciéncia. Os resultados obtidos foram comparados
com o0s correspondentes resultados provenientes dos
métodos GUM e GUM S1.

O texto deste artigo € parte consideravel de um artigo
mais abrangente [10], aceito recentemente para publicacdo
pelo periédico internacional Measurement.

2. METODOS

As expressdes de segunda e terceira ordem sdo obtidas
mediante a aplicacdo da LPU, apds posterior expansdo em
série de Taylor da funcdo de medicdo truncada nos termos
de segunda e terceira derivadas. Esse procedimento requer o
conhecimento dos momentos estatisticos de ordens
superiores, tais como: terceiro, quarto, quinto e sexto
momentos; o terceiro e 0 quarto momento possuem
caracteristicas fisicas que sdo Uteis e aplicaveis na avaliacdo
da incerteza de medi¢do aqui proposta. Os momentos
estatisticos de terceira e quarta ordem podem ser
relacionados, respectivamente, com a assimetria (y) e a
curtose (k) da funcéo de densidade de probabilidade (PDF)
de uma grandeza de entrada.

A expressdo de segunda ordem para a estimativa do
mensurando é dada pela equagéo
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As expressdes de terceira ordem para a estimativa do
mensurando e sua incerteza padrdo sdo, respectivamente,
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Como previamente exposto na secdo 1, as expressdes de
segunda e terceira ordem, aqui propostas, sdo aplicadas para
grandezas de entrada mutuamente independentes. Maiores
detalhes sobre as hipéteses, bem como a deducdo dessas
equacdes, podem ser consultadas na dissertacdo de mestrado

[9].

Sobre 0 uso dessas expressdes generalizadas é pertinente
salientar que quando somente avaliacbes do Tipo A da
incerteza, a respeito das grandezas de entrada, sdo
disponiveis, um nudmero grande de observagdes
independentes, (pelo menos 30) deve ser requerido de modo
a representar adequadamente os momentos estatisticos de
ordens superiores (e.g., quinto e sexto momentos).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

O estudo de caso abordado neste trabalho é uma funcéo
de medicdo regida pela seguinte expressdo matematica:

Y = X,eX2X3) (5)

Este tipo de modelo ocorre em vérias areas do
conhecimento, tais como: quimica, fisica e engenharia. Os
parametros estatisticos (e metrolégicos) das grandezas de
entrada desse modelo sdo apresentados na Tabela 1.

Tabela 1. Parametros estatisticos das grandezas de entrada do
modelo de medigéo proposto.

Parametros X1 X, X3

Estimativa (u. X)? 09891  1,6153 12019

Incerteza padrdo (u.X;) 0,2615 0,1091 0,3532
Assimetria 0,1258 0,1831 0,1024
Curtose 2,7638 2,6626 2,3149
Quinto momento (u.X}) 0,0004 0,0002 0,0030
Sexto momento (u.X{) 0,0031 0,0001 0,0121

Como anteriormente exposto na se¢do 2, a aplicacdo dos
métodos baseados na abordagem LPU (GUM, segunda e
terceira ordem) requer o calculo das derivadas parciais, as
quais neste estudo de caso foram obtidas pela diferenciacdo
algébrica. Com relacdo ao método GUM S1, foi atribuida
uma PDF gaussiana para cada grandeza de entrada, cujas
médias (esperancas) e desvios padrdo sdo iguais as
estimativas e incertezas padrao esbocadas na Tabela 1.

Na Fig. 2 é apresentado o resultado da PDF empirica do
mensurando Y obtido pelo método GUM S1, para M=2x10’
amostras de Monte Carlo. Esse método foi implementado na
plataforma computacional MATLAB sob o0 sistema
operacional LINUX (distribuicdo Ubuntu 9.04) em um
computador operando com processador Intel Core 2 Duo de
2.10 GHz e 3 GB RAM. Os valores das estimativas do
mensurando e suas respectivas incertezas padrdo, bem como
0 tempo de processamento requerido pelos métodos GUM,
segunda e terceira ordem e GUM S1 sdo mostrados no
interior da Fig. 2.

2 O simbolo (u.X;) representa a unidade correspondente de
cada grandeza de entrada genérica (X;) do modelo de
medicao proposto.
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Fig. 2. Avaliag8o da incerteza de medigéo baseada nos quatros
métodos: GUM, segunda e terceira ordem e GUM S1.

Como pode ser observado na Fig. 2, os resultados do
método GUM S1 diferem daqueles obtidos pelo método
GUM. Essas discrepancias podem ser explicadas pela ndo
linearidade da fungdo de medicdo. Por outro lado, os
resultados provenientes dos métodos de segunda e terceira
ordem aproximam-se daqueles oriundos do método GUM
S1, através de calculos com um menor custo computacional.

Embora o tempo de processamento requerido pelo
método GUM S1 seja negligenciavel neste exemplo, o custo
computacional para sua implementagdo pode ser
significativo a medida que se crescem o0 ndmero de
grandezas de entrada e a ndo linearidade dos modelos de
medicdo. Portanto, os métodos propostos de segunda e
terceira ordem sdo bastante (teis para avaliar a incerteza
padrdo de medicdo em modelos ndo lineares com elevados
numero de grandezas de entrada.

4, CONCLUSAO

Conforme exposto neste trabalho, os métodos de
segunda e terceira ordem podem ser usados para avaliar a
incerteza de medicdo, principalmente quando as funcdes de
medicdo apresentam ndo linearidades significativas. Esses
métodos possuem resultados mais préximos daqueles
originados do método GUM S1 e quando as funcdes de
medicdo forem polindmios de ordem dois e trés os
resultados desses métodos sdo, respectivamente, iguais do
método GUM S1.

A principal vantagem dos métodos de segunda e terceira
ordem em relagio a0 GUM S1 é o baixo custo
computacional requerido, haja vista que o tempo de
processamento desse Gltimo método pode ser bastante longo
a medida que se aumenta 0 nimero de grandezas de entrada
e a ndo linearidade dos modelos de medicéo. Portanto, pode-
se concluir que os métodos propostos podem ser usados para
avaliar a incerteza padrdo de medicdo em modelos
fortemente ndo lineares, o que possibilita ampliar a
aplicabilidade da metodologia proposta no GUM.



Entretanto, ainda ndo foram desenvolvidas expressdes
andlogas a férmula de Welch-Satterthwaite quando se
utiliza momentos estatisticos de ordens superiores para a
avaliacho dos graus de liberdade efetivos e,
consequentemente, a estimativa da incerteza expandida
(intervalo de abrangéncia do mensurando); essas expressdes
estdo em fase de desenvolvimento pelos autores.
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