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Resumo: É apresentado um método para estimar a vazão 
volumétrica de um fluido através da solução simultânea das 
equações de Darcy-Weisbach e Colebrook-White; um caso 
típico de um sistema de medição implícito, não linear e 
multivariável. A avaliação da incerteza de medição desse 
sistema, por meio da propagação de incertezas e de funções 
densidade de probabilidade, também é apresentada. 
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modelos implícitos, modelos não lineares, sistemas 
multivariáveis. 

1. INTRODUÇÃO 

Em plantas industriais, algumas vezes, nem todas as 
medições de vazão volumétrica ou mássica estão 
disponíveis. Porém, caso a queda de pressão (perda de 
carga) em trechos de tubulações seja disponível, uma 
estimativa dessas vazões é possível. 

Uma equação utilizada para estimar a perda de carga é a 
equação de Darcy-Weisbach [1]. Essa equação relaciona a 
perda de pressão (ou perda de carga) com outras variáveis da 
mecânica de fluidos, tais como: velocidade média do fluido, 
diâmetro e comprimento do trecho reto da tubulação etc. 

A equação de Darcy-Weisbach também depende do fator 
fricção (fator de atrito), o qual pode ser estimado de duas 
maneiras distintas. A primeira, mais rústica e antiga, é 
baseada na utilização do ábaco de Moody, gráfico que 
fornece uma estimativa para o fator de atrito. A segunda 
mais utilizada, após o advento dos computadores digitais, é 
a utilização da equação de Colebrook-White [1]. Tanto a 
equação de Darcy-Weisbach quanto à equação de 
Colebrook-White são não lineares e devem ser resolvidas 
simultaneamente, o que implica na formação de um sistema 
multivariável de medição; como conseqüência, o GUM [2] e 
seu Suplemento 1 (GUM S1) [3] não podem ser aplicados 
nesse sistema, pois esses métodos são aplicados em sistemas 
com apenas um mensurando. 

O sistema formado pelas equações de Darcy-Weisbach e 
Colebrook-White além de ser multivariável e implícito, é 
não linear, o que pode tornar a abordagem clássica (MLPU -
Lei de Propagação de Incertezas Multivariável, Multivariate 
Law of Propagation of Uncertainties) [4-5] inapropriada; e é 

transcendental, o que exige a solução numérica das equações 
desse sistema.  

A limitação do método MPLU é superada quando se 
utiliza um método mais abrangente que considera todas as 
não linearidades do modelo multivariável através da 
aplicação de um método de Monte Carlo (MLPP - Lei de 
Propagação de Funções de Densidade de Probabilidade 
(PDF) Multivariável, Multivariate Law of Propagation of 
Probability Density Functions), trata-se de uma 
generalização do GUM S1, maiores detalhes podem ser 
consultados em [6]. 

2. OBJETIVO 

Apresentar uma metodologia para avaliar a incerteza de 
medição de sistemas multivariáveis não lineares. Como 
estudo de caso, é estimada a vazão volumétrica de um fluido 
industrial, a partir das equações empíricas de Darcy-
Weisbach e Colebrook-White, e avaliar sua incerteza por 
meio dos métodos MLPU e MLPP. 

3. MÉTODOS 

Este trabalho está concentrado nos sistemas 
multivariáveis de medição, sobre os quais múltiplas 
grandezas de saída ܻ (mensurandos) dependem de um 
conjunto comum de grandezas de entrada ܺ, por meio de 
múltiplas funções de medição ݂ que podem ou não ser 
implícitas. Um sistema multivariável de medição pode ser 
genericamente representado pelo seguinte sistema de 
equações algébricas: 

ቐ
ଵ݂൫ ଵܻ, … , ܻ, … ܻ; ଵܺ, … , ܺ, …ܺே൯ ൌ 0

ڭ
݂൫ ଵܻ, … , ܻ, … ܻ; ଵܺ, … , ܺ, …ܺே൯ ൌ 0

 (1) 

Em um sistema multivariável de medição representado pela 
Eq. (1), as funções de medição podem ser resolvidas de 
forma analítica ou numérica; podem ser obtidas através de 
modelagens fenomenológicas ou empíricas; devem incluir 
as possíveis compensações sistemáticas provenientes dos 
sistemas de medição das grandezas de entrada; além disso, o 
número de funções de medição deve ser igual ao número de 
grandezas de saída ou mensurandos. 



Em notação matricial, as funções de medição podem ser 
escritas de uma forma mais compacta, i.e., 

;܇ሺܨ ሻ܆ ൌ   (2) 

em que ܇ ൌ  ൫ ଵܻ, … , ܻ, … ܻ൯
T
 representa o vetor das 

grandezas de saída; ܆ ൌ  ሺ ଵܺ, … , ܺ, …ܺேሻT representa o 
vetor das grandezas de entrada; o símbolo  destaca um 
vetor coluna com todos seus elementos iguais a zero; e 
;܇ሺܨ ሻ representa o vetor coluna ሺ܆ ଵ݂ሺ܇; ,ሻ܆ … , ݂ሺ܇;  .ሻሻT܆

Baseado na formulação anteriormente exposta, um 
esboço dos métodos MLPU e MLPP é demonstrado 
subsequentemente nas duas próximas subseções. 

3.1. Método MLPU 

O método MLPU consiste em propagar o vetor das 
estimativas das grandezas de entrada ࢞ e sua matriz de 
covariância ࢄࢁ, por meio da linearização em série de Taylor 
das funções de medição em torno dos vetores das 
estimativas dos mensurandos ࢟ e das grandezas de entrada 
 de modo a avaliar a matriz de covariância dos ,࢞
mensurandos ࢅࢁ. Um fluxo esquemático desse método é 
delineado como segue: 

(1) Entrada das estimativas das grandezas de entrada ࢞ e 
sua matriz de covariância ࢄࢁ. 

(2) Cálculo das estimativas dos mensurandos (grandezas 
de saída) através do modelo ܨሺ࢟; ሻ࢞ ൌ  . 

(3) Cálculo das matrizes de sensibilidades das grandezas 
de entrada e saída, avaliadas em torno de ࢟ e ࢞, 

ࢄࡿ ൌ  ൮

డభ
డ௫భ

ڮ డభ
డ௫ಿ

ڭ ڰ ڭ
డ಼
డ௫భ

ڮ డ಼
డ௫ಿ

൲ e ࢅࡿ ൌ  ൮
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ڮ డభ
డ௬಼

ڭ ڰ ڭ
డ಼
డ௬భ

ڮ డ಼
డ௬಼

൲. 

(4) Cálculo da matriz de covariância associada ao vetor 
das estimativas dos mensurandos: 

ࢅࢁ ൌ  (3) ࢀࡿࢄࢁࡿ

onde, ࡿ ൌ  െିࢅࡿࢄࡿ. De acordo com [7], a incerteza 
padrão de cada mensurando do sistema multivariável 
de medição é assumida como a raiz quadrada positiva 
de cada elemento da diagonal principal de ࢅࢁ (isto é, 
raiz quadrada das variâncias). 

3.2. Método MLPP 

O método MLPU utiliza uma aproximação linear das 
funções de medição para expressar a matriz de covariância 
associada ao vetor das estimativas das grandezas de saída. 
Entretanto, quando a não linearidade associada ao modelo 
de medição do sistema multivariável é significativa, um 
método mais abrangente deve ser requerido com intuito de 
fornecer resultados mais consistentes na avaliação da 
incerteza de medição. 

Um método menos restritivo do que o método MLPU é 
aquele baseado na lei de propagação de PDFs multivariável, 
uma vez que esse fornece uma PDF multivariada (não 
apenas a matriz de covariância) para os mensurandos. O 

método MLPP consiste em avaliar numericamente a 
incerteza de medição de sistemas multivariáveis via um 
método de Monte Carlo (MCM), como implementação da 
lei de propagação de PDFs multivariável. 

A essência do método MLPP é obter uma PDF conjunta 
(ou PDF multivariada) para os mensurandos ݃ࢅሺࣁሻ, a partir 
da PDF conjunta das grandezas de entrada ݃ࢄሺࣈሻ que 
compõem o modelo multivariável de medição. Uma vez 
conhecida a PDF multivariada dos mensurandos, quaisquer 
parâmetros podem ser estimados, tais como: vetor média 
(estimativas), matriz de covariância, região de abrangência 
(para uma dada probabilidade) ou os intervalos de 
abrangência oriundos das PDFs marginais das grandezas de 
saída, dentre outros. 

Assim como no Suplemento 1 do GUM, neste trabalho é 
adotado os mesmos símbolos para representar os valores 
possíveis das grandezas do modelo de medição, i.e., 
ࣁ ൌ ሺߟଵ,… , ,ߟ … ,  ሻ் denota os valores possíveis dasߟ
grandezas de saída, enquanto ࣈ ൌ ሺߦଵ, … , ,ߦ … ,  ேሻ் denotaߦ
os valores possíveis das grandezas de entrada. Um algoritmo 
do método MLPP é delineado como segue: 

(1) Retirar ܯ, pelo menos 106, amostras independentes 
de Monte Carlo da PDF conjunta1 das N grandezas de 
entrada ݃ࢄሺࣈሻ: ሼሺߦଵଵ, … , ,ேଵሻߦ … , ሺߦଵெ,… ,  .ேெሻሽߦ

(2) Calcular ܯ amostras das grandezas de saída através 
da solução do modelo de medição multivariável: 

ቐ
ଵ݂ሺߟଵ, … ;ߟ ,ଵߦ … ேሻߦ ൌ 0

 ڭ
݂ሺߟଵ, … ;ߟ ,ଵߦ … ேሻߦ ൌ 0

, para ݄ ൌ  1,…  .ܯ,

Essas amostras formam a PDF conjunta empírica dos 
mensurandos ݃ࢅሺࣁሻ. 

(3) Calcular as estimativas de cada mensurando ݕ, suas 
variâncias (ݑଶሺݕሻ - incertezas padrão quadrática de 
cada mensurando), bem como as covariâncias 
associadas a essas estimativas ݑሺݕ,  ሻ, de acordoݕ
com as respectivas equações: 

ݕ ൌ
1
ߟܯ

ெ

ୀଵ

 

ሻݕଶሺݑ ൌ
1

ܯ െ 1ሺߟ െ ݕ

ெ

ୀଵ

ሻଶ 

,ݕ൫ݑ ൯ݕ ൌ
1

ܯ െ 1ሺߟ െ ݕ

ெ

ୀଵ

ሻሺߟ െ  ሻݕ

݆ ് ݉ ൌ 1,… ,  .ܭ

(4) Ordenar as amostras das grandezas de saída 
ሼሺߟଵଵ, … , ଵߟ ሻ, … , ሺߟଵெ,… ,  ,ெሻሽ em ordem crescenteߟ
ቄ൫ߟଵ

ሺଵሻ, … , ߟ
ሺଵሻ൯ ,… , ൫ߟଵ

ሺெሻ, … , ߟ
ሺெሻ൯ቅ, determinar 

                                                           
1 Caso as grandezas de entrada sejam independentes, a PDF 
conjunta será o produtório das PDFs individuais de cada 
grandeza de entrada. 



a menor região de abrangência formada em torno das 
estimativas dos mensurandos, para uma dada 
probabilidade de abrangência , ver detalhes em [8]. 

3.3. Estudo de caso 

A seguir será apresentado o modelo de medição para o 
estudo de caso: estimativa da velocidade e do fator de atrito 
de uma corrente líquida em uma tubulação de seção circular. 

A estimativa da vazão volumétrica de um fluido, a partir 
da diferença de pressão de um trecho reto de tubulação, 
depende da solução das Eqs. (3) e (4), as quais representam 
as equações de Darcy-Weisbach e de Colebrook-White, 
respectivamente. 

݄ ൌ ݂
ܮ
ܦ
ଶݒ

2݃ (3) 

1
ඥ݂

ൌ െ2 logଵ ቆ
߳ ⁄ܦ
3,7 

2,51
ܴ݁ඥ݂

ቇ (4) 

em que ݂ é o fator de atrito; ݄ é a perda de carga no trecho 
reto da tubulação; ܮ é o comprimento da tubulação;  ܦ é o 
diâmetro da tubulação; ߳ é a rugosidade da tubulação, ݃ é a 
aceleração da gravidade; ݒ é a velocidade média do fluido 
(variável a ser calculada para estimar a vazão volumétrica); 
ܴ݁ é o número de Reynolds, o qual é representado pela Eq. 
(5): 

ܴ݁ ൌ  
ܦݒߩ
ߤ  (5) 

em que ߩ e ߤ são, respectivamente, a massa específica e a 
viscosidade dinâmica do fluido. 

A perda de carga pode ser estimada a partir da queda de 
pressão dada pela Eq. (6): 

݄ ൌ  
∆ܲ
 (6) ݃ߩ

em que ∆ܲ é a queda de pressão ao longo do trecho reto da 
tubulação. 

A partir do conhecimento dos parâmetros do sistema de 
equações e da queda de pressão, o fator de atrito e a 
velocidade média do fluido são calculados simultaneamente 
por métodos numéricos, e.g., método de Newton [9-10]. E 
uma vez conhecida a área da seção transversal da tubulação, 
a vazão volumétrica é estimada a partir da Eq. (7): 

ܳ ൌ
ݒଶܦߨ
4  (7) 

A partir de então, caso seja conhecida a matriz de 
covariância das grandezas de entrada desse sistema 
multivariável de medição, a matriz de covariância das 
grandezas de saída, ou seja, do fator de atrito e da 
velocidade média do fluido, bem como da vazão 
volumétrica, podem ser avaliadas pelos métodos MLPU e 
MLPP, conforme será demonstrado na seção posterior. 

4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Um fluido industrial escoa em um trecho reto de uma 
tubulação de seção circular, na qual medidas de pressões em 

dois pontos distintos desse trecho são disponíveis, ou seja, a 
queda de pressão (ou perda de carga) do escoamento é 
conhecida. Além disso, o comprimento entre os dois pontos 
do trecho reto da tubulação e o diâmetro da tubulação, bem 
como suas respectivas incertezas são conhecidos. Essas 
variáveis serão consideradas como grandezas de entrada do 
sistema multivariável de medição. 

As estimativas das grandezas de entrada, suas 
respectivas incertezas padrão e os tipos de PDFs atribuídas 
às mesmas (para aplicação do método MLPP) são 
apresentados na Tabela 1. Assume-se que as grandezas de 
entrada são independentes. 

Tabela 1: Estimativas das grandezas de entrada e suas respectivas 
incertezas de medição. 

Variáveis Estimativa Incerteza 
padrão 

PDF 

∆ܲ/ሺ10ହ Paሻ  1,5 0,1 Normal 
 50,0 1,0 Normal (m)/ܮ
 0,10 0,01 Normal (m)/ܦ

As demais variáveis do sistema (aqui chamadas de 
parâmetros), tais como, rugosidade da tubulação, aceleração 
da gravidade, viscosidade dinâmica e massa específica do 
fluido, são consideradas possuírem incertezas desprezíveis 
frente às variáveis (grandezas de entrada) apresentadas na 
Tabela 1; as estimativas desses parâmetros são apresentadas 
na Tabela 2. 

Tabela 2: Estimativas dos parâmetros com incertezas desprezíveis. 

Parâmetro Estimativa 
݃ /ሺm/s²ሻ 9,8 
ߤ /ሺPa. sሻ 1,0x10-3 
ߩ /(kg/m³) 1,0x103 
߳ /ሺmሻ 4,5x10-5 

Para aplicar o método MLPP foram geradas 106 amostras 
pseudo-randômicas para cada grandeza de entrada do 
sistema multivariável de medição, as quais foram 
propagadas para as grandezas de saída, através da solução 
do sistema de equações algébricas não lineares. A resolução 
desse sistema e a geração dos dados aleatórios foram 
executadas no software comercial MATLAB®, por meio de 
um PC com 4 GB de RAM, processador Core 2 Duo e 
sistema operacional Windows 7. 

A comparação entre as estimativas, as incertezas padrão 
e as covariâncias dos mensurandos, fator de atrito, 
velocidade média do fluido e vazão volumétrica, obtidas 
pelos métodos MLPU e MLPP, são apresentadas nas 
Tabelas 3 e 4, respectivamente. 

Tabela 3: Estimativas, incertezas padrão e covariâncias dos 
mensurandos, obtidas pelo método MLPU. 

  Incerteza Covariâncias 
Estimativa padrão ݂ ܳ 

 0,42 (m/s) -1,6x10-4 (m/s) 0,0048 (m/s) 5,93  ݒ
(m/s).(m3/s) 

݂ 171,3x10-4 4,3x10-4  -5,3x10-6 (m3/s) 
ܳ 0,047 (m3/s) 0,012 (m3/s)   
 



Tabela 4: Estimativas, incertezas padrão e covariâncias dos 
mensurandos, obtidas pelo método MLPP. 

  Incerteza Covariâncias 
Estimativa padrão ݂ ܳ 

 0,43 (m/s) -1,7x10-4 (m/s) 0,0014 (m/s).(m3/s) (m/s) 5,92 ݒ
݂ 171,3x10-4 4,4x10-4  -1,3x10-6 (m3/s) 
ܳ 0,047 (m3/s) 0,033 (m3/s)   

Como pode ser observada nas Tabelas 3 e 4, a 
discrepância entre as estimativas dos mensurandos, bem 
como os parâmetros metrológicos que caracterizam o grau 
de confiança dessas estimativas – as incertezas padrão e as 
covariâncias, é praticamente inexistente. Dessa forma, 
quaisquer métodos (MLPU e MLPP) podem ser utilizados 
para avaliar a incerteza desse sistema de medição. 

Todavia, o método MLPP deve ser considerado como 
referência haja vista que o mesmo considera toda não 
linearidade do modelo de medição. Além disso, como este 
método (MLPP) gera uma PDF multivariada para os 
mensurandos, uma estimativa das regiões (mínima) de 
abrangência dos mensurandos, ou combinações destes, é 
possível, maiores detalhes consultar o trabalho de Possolo 
[7] e as referências nele contidas. Na Fig. 1 são apresentadas 
as regiões de abrangência (agrupadas em pares) das 
grandezas de saída, fator de atrito, velocidade média do 
fluido e vazão volumétrica, para uma probabilidade de 
abrangência de 90%. Também pode ser observado que os 
eixos dos elipsóides não são paralelos aos eixos das 
variáveis, o que caracteriza a existência de covariâncias 
significativas entre as variáveis (mensurandos). 

5.  CONCLUSÃO 

Neste trabalho foi apresentado um método para estimar a 
vazão volumétrica de um fluido a partir de um sistema 
multivariável formado pelas equações empíricas de Darcy-
Weisbach e de Colebrook-White. Além disso, dois métodos 
para avaliar a incerteza de medição desse sistema de 
medição também foram apresentados: o método MLPU, 
baseado na lei de propagação de incertezas; e o método 
MLPP, baseado na lei de propagação de PDFs, através do 
MCM. 

Apesar dos resultados gerados por ambos os métodos 
serem praticamente iguais, nesse estudo de caso, o método 
MLPP é mais robusto do que o método MLPU para avaliar a 
incerteza de medição, pois esse considera quaisquer não 
linearidades do modelo de medição. Portanto, uma maior 
confiança associada às estimativas dos mensurandos, fator 
de atrito, velocidade média do fluido e vazão volumétrica, é 
encontrada via suas incertezas geradas pelo método MLPP. 

Outra vantagem do MLPP está no fato de gerar a PDF 
conjunta para os mensurandos, o que possibilita estimar 
quaisquer estatísticas dos mesmos, inclusive as regiões de 
abrangência, as quais descrevem os valores possíveis que 
podem ser atribuídos aos mensurandos, com base em uma 
dada probabilidade. 

O inconveniente do método MLPP reside no fato de 
exigir um maior esforço computacional em relação ao 

método MLPU, contudo a disponibilidade de computadores 
cada vez mais rápidos torna o MLPP mais exequível. 

 

 

 
Fig. 1. Regiões de abrangência, delimitada pela curva vermelha, 

das grandezas de saída, agrupadas em pares, para uma probabilidade 
de abrangência de 90%. As retas pontilhadas são os eixos do elipsóide. 
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