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Resumo: E apresentado um método para estimar a vaz&o
volumeétrica de um fluido através da solugdo simultanea das
equacdes de Darcy-Weisbhach e Colebrook-White; um caso
tipico de um sistema de medicdo implicito, ndo linear e
multivaridvel. A avaliagcdo da incerteza de medicdo desse
sistema, por meio da propagacdo de incertezas e de funcGes
densidade de probabilidade, também é apresentada.

Palavras chave: Incerteza de medig&o, estimativa de vazao,
modelos implicitos, modelos ndo lineares, sistemas
multivaridveis.

1. INTRODUCAO

Em plantas industriais, algumas vezes, nem todas as
medicdes de vazdo volumétrica ou massica estdo
disponiveis. Porém, caso a queda de pressdo (perda de
carga) em trechos de tubulagbes seja disponivel, uma
estimativa dessas vazoes € possivel.

Uma equacdo utilizada para estimar a perda de carga é a
equacdo de Darcy-Weisbach [1]. Essa equacédo relaciona a
perda de pressao (ou perda de carga) com outras variaveis da
mecanica de fluidos, tais como: velocidade média do fluido,
didmetro e comprimento do trecho reto da tubulacéo etc.

A equacdo de Darcy-Weisbach também depende do fator
friccdo (fator de atrito), o qual pode ser estimado de duas
maneiras distintas. A primeira, mais ristica e antiga, é
baseada na utilizacdo do abaco de Moody, grafico que
fornece uma estimativa para o fator de atrito. A segunda
mais utilizada, apés o advento dos computadores digitais, é
a utilizacdo da equagdo de Colebrook-White [1]. Tanto a
equacdo de Darcy-Weisbach quanto a equagdo de
Colebrook-White sdo ndo lineares e devem ser resolvidas
simultaneamente, o que implica na formagdo de um sistema
multivaridvel de medi¢do; como conseqiiéncia, 0 GUM [2] e
seu Suplemento 1 (GUM S1) [3] ndo podem ser aplicados
nesse sistema, pois esses métodos sdo aplicados em sistemas
com apenas um mensurando.

O sistema formado pelas equacdes de Darcy-Weisbach e
Colebrook-White além de ser multivariavel e implicito, é
ndo linear, o que pode tornar a abordagem classica (MLPU -
Lei de Propagacéo de Incertezas Multivariavel, Multivariate
Law of Propagation of Uncertainties) [4-5] inapropriada; e é

transcendental, o que exige a solugdo numérica das equacdes
desse sistema.

A limitacdo do método MPLU ¢é superada quando se
utiliza um método mais abrangente que considera todas as
ndo linearidades do modelo multivaridvel através da
aplicacdo de um método de Monte Carlo (MLPP - Lei de
Propagacdo de Funcgdes de Densidade de Probabilidade
(PDF) Multivariavel, Multivariate Law of Propagation of
Probability Density Functions), trata-se de uma
generalizacdo do GUM S1, maiores detalhes podem ser
consultados em [6].

2. OBJETIVO

Apresentar uma metodologia para avaliar a incerteza de
medicdo de sistemas multivariaveis ndo lineares. Como
estudo de caso, ¢é estimada a vazéo volumétrica de um fluido
industrial, a partir das equacGes empiricas de Darcy-
Weisbach e Colebrook-White, e avaliar sua incerteza por
meio dos métodos MLPU e MLPP.

3. METODOS

Este trabalno estda concentrado nos  sistemas
multivaridveis de medicdo, sobre os quais maultiplas
grandezas de saida Y; (mensurandos) dependem de um
conjunto comum de grandezas de entrada X;, por meio de
maltiplas funcbes de medicdo fx que podem ou ndo ser
implicitas. Um sistema multivariavel de medicdo pode ser
genericamente representado pelo seguinte sistema de
equacoes algébricas:

(Y, Y, Y Xy, o, Xy Xy) =0

: @
fu(Ye, o, Yy Y Xay o, Xiy o Xy ) = 0

Em um sistema multivariavel de medicdo representado pela
Eqg. (1), as funcBes de medicdo podem ser resolvidas de
forma analitica ou numérica; podem ser obtidas através de
modelagens fenomenoldgicas ou empiricas; devem incluir
as possiveis compensagdes sistematicas provenientes dos
sistemas de medicdo das grandezas de entrada; além disso, o
namero de funcBes de medicdo deve ser igual ao nimero de
grandezas de saida ou mensurandos.



Em notagdo matricial, as fungbes de medi¢do podem ser
escritas de uma forma mais compacta, i.e.,

F(Y;X)=0 (2

em que Y= (Y,...Y, ...YK)T representa 0 vetor das
grandezas de saida; X = (Xy,..,X;, ..Xy)T representa o
vetor das grandezas de entrada; o simbolo 0 destaca um
vetor coluna com todos seus elementos iguais a zero; e
F(Y; X) representa o vetor coluna (f; (Y; X), ..., fx (Y; X))T.

Baseado na formulagdo anteriormente exposta, um
eshoco dos métodos MLPU e MLPP é demonstrado
subsequentemente nas duas préximas subsecoes.

3.1. Método MLPU

O método MLPU consiste em propagar o vetor das
estimativas das grandezas de entrada x e sua matriz de
covariancia Uy, por meio da linearizacdo em série de Taylor
das fungbes de medicdo em torno dos vetores das
estimativas dos mensurandos y e das grandezas de entrada
x, de modo a avaliar a matriz de covariancia dos
mensurandos Uy. Um fluxo esquemaético desse método é
delineado como segue:

(1) Entrada das estimativas das grandezas de entrada x e
sua matriz de covariancia Uy.

(2) Célculo das estimativas dos mensurandos (grandezas
de saida) através do modelo F(y; x) = 0.

(3) Calculo das matrizes de sensibilidades das grandezas
de entrada e saida, avaliadas em torno de y e x,

h .. 94 on .. on
0x1 OxN oy1 dyk
SX: : ", : ESY= . N .
0x1 oxp 9y, oyk

(4) Célculo da matriz de covariancia associada ao vetor
das estimativas dos mensurandos:

Uy = SU,ST 3

onde, S = —Sy1Sy. De acordo com [7], a incerteza
padrdo de cada mensurando do sistema multivariavel
de medicdo € assumida como a raiz quadrada positiva
de cada elemento da diagonal principal de Uy (isto é,
raiz quadrada das variancias).

3.2. Método MLPP

O método MLPU utiliza uma aproximacdo linear das
funcdes de medigdo para expressar a matriz de covariancia
associada ao vetor das estimativas das grandezas de saida.
Entretanto, quando a ndo linearidade associada ao modelo
de medi¢do do sistema multivariavel € significativa, um
método mais abrangente deve ser requerido com intuito de
fornecer resultados mais consistentes na avaliacdo da
incerteza de medicao.

Um método menos restritivo do que o método MLPU ¢é
aquele baseado na lei de propagacdo de PDFs multivariavel,
uma vez que esse fornece uma PDF multivariada (ndo
apenas a matriz de covariancia) para os mensurandos. O

método MLPP consiste em avaliar numericamente a
incerteza de medicdo de sistemas multivaridveis via um
método de Monte Carlo (MCM), como implementacdo da
lei de propagacdo de PDFs multivariavel.

A esséncia do método MLPP é obter uma PDF conjunta
(ou PDF multivariada) para os mensurandos gy(n), a partir
da PDF conjunta das grandezas de entrada gx(§) que
compdem o modelo multivariavel de medi¢do. Uma vez
conhecida a PDF multivariada dos mensurandos, quaisquer
parametros podem ser estimados, tais como: vetor média
(estimativas), matriz de covariancia, regido de abrangéncia
(para uma dada probabilidade) ou os intervalos de
abrangéncia oriundos das PDFs marginais das grandezas de
saida, dentre outros.

Assim como no Suplemento 1 do GUM, neste trabalho é
adotado os mesmos simbolos para representar os valores
possiveis das grandezas do modelo de medicéo, i.e.,
n = (1, ..,Mj,..,Mg)" denota os valores possiveis das
grandezas de saida, enquanto & = (&, ..., &;, ..., &y)T denota
os valores possiveis das grandezas de entrada. Um algoritmo
do método MLPP é delineado como segue:

(1) Retirar M, pelo menos 10° amostras independentes
de Monte Carlo da PDF conjunta® das N grandezas de

entrada gx (§): {(§1, .., 8D, -, (81, ., §8D}

(2) Calcular M amostras das grandezas de saida através
da solugdo do modelo de medigdo multivariavel:

A, i &8, ) = 0

fK(n?ﬁ 77[@;5'{1: fﬁ) =0

Essas amostras formam a PDF conjunta empirica dos
mensurandos gy (n).

,parah = 1,.., M.

(3) Calcular as estimativas de cada mensurando y;, suas
variancias (u*(y;) - incertezas padréo quadrética de
cada mensurando), bem como as covariancias
associadas a essas estimativas u(y;, yn), de acordo
com as respectivas equagdes:

1 M
Y :MZ nj
h=1
M
wA)) = 7 > (1 =y
h=1

M
1
u(yj, ym) = mZ(n? — ) = Ym)
h=1

j¥m=1,..,K.

(4) Ordenar as amostras das grandezas de saida
{M, . ny), .., (Y, ...,n¥)} em ordem crescente,

{(1751), w1 <, < (08, ...,n,((M))}, determinar

! Caso as grandezas de entrada sejam independentes, a PDF
conjunta serd o produtério das PDFs individuais de cada
grandeza de entrada.



a menor regido de abrangéncia formada em torno das
estimativas dos mensurandos, para uma dada
probabilidade de abrangéncia p, ver detalhes em [8].

3.3. Estudo de caso

A seguir serd apresentado o modelo de medicdo para o
estudo de caso: estimativa da velocidade e do fator de atrito
de uma corrente liquida em uma tubulagéo de seg¢do circular.

A estimativa da vazdo volumétrica de um fluido, a partir
da diferenca de pressdo de um trecho reto de tubulagéo,
depende da solugdo das Egs. (3) e (4), as quais representam
as equacbes de Darcy-Weisbach e de Colebrook-White,
respectivamente.

L v?
— =2l (E/—D+ 2’51) 4
\/7— 0810 37 Re\/? (4)

em que f € o fator de atrito; hy € a perda de carga no trecho
reto da tubulacdo; L é o comprimento da tubulagéo; D é o
didmetro da tubulagdo; € é a rugosidade da tubulacéo, g é a
aceleracdo da gravidade; v € a velocidade média do fluido
(variavel a ser calculada para estimar a vazdo volumétrica);
Re é o nimero de Reynolds, o qual é representado pela Eq.

(5):

_ pvD
Re=—r (5)

em que p e u sdo, respectivamente, a massa especifica e a
viscosidade dindmica do fluido.

A perda de carga pode ser estimada a partir da queda de
pressdo dada pela Eqg. (6):

AP
em que AP ¢ a queda de pressdo ao longo do trecho reto da

tubulagdo.

A partir do conhecimento dos parametros do sistema de
equacdes e da queda de pressdo, o fator de atrito e a
velocidade média do fluido séo calculados simultaneamente
por métodos numéricos, e.g., método de Newton [9-10]. E
uma vez conhecida a area da secéo transversal da tubulagao,
a vazdo volumétrica é estimada a partir da Eq. (7):

nD?v
Q=— )

A partir de entfo, caso seja conhecida a matriz de
covariancia das grandezas de entrada desse sistema
multivaridvel de medi¢do, a matriz de covariancia das
grandezas de saida, ou seja, do fator de atrito e da
velocidade média do fluido, bem como da vazao
volumétrica, podem ser avaliadas pelos métodos MLPU e
MLPP, conforme sera demonstrado na se¢do posterior.

4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Um fluido industrial escoa em um trecho reto de uma
tubulacao de sec¢do circular, na qual medidas de pressées em

dois pontos distintos desse trecho sdo disponiveis, ou seja, a
gueda de pressdo (ou perda de carga) do escoamento é
conhecida. Além disso, 0 comprimento entre os dois pontos
do trecho reto da tubulagéo e o didmetro da tubulacdo, bem
como suas respectivas incertezas sdo conhecidos. Essas
variaveis serdo consideradas como grandezas de entrada do
sistema multivariavel de medigéo.

As estimativas das grandezas de entrada, suas
respectivas incertezas padrdo e os tipos de PDFs atribuidas
as mesmas (para aplicagdo do método MLPP) sédo
apresentados na Tabela 1. Assume-se que as grandezas de
entrada sdo independentes.

Tabela 1: Estimativas das grandezas de entrada e suas respectivas
incertezas de medigéo.

Variaveis Estimativa Incerteza PDF
padrao

AP /(105 Pa) 15 0,1  Normal

L/(m) 50,0 1,0  Normal

D/(m) 0,10 0,01  Normal

As demais variaveis do sistema (aqui chamadas de
parametros), tais como, rugosidade da tubulacdo, aceleracdo
da gravidade, viscosidade dindmica e massa especifica do
fluido, sdo consideradas possuirem incertezas despreziveis
frente as variaveis (grandezas de entrada) apresentadas na
Tabela 1; as estimativas desses parametros sdo apresentadas
na Tabela 2.

Tabela 2: Estimativas dos parametros com incertezas despreziveis.

Parametro Estimativa
g /(m/s? 9,8
u/(Pa.s) 1,0x107

p /(kg/m?) 1,0x10°

€ /(m) 4,5x10°

Para aplicar o método MLPP foram geradas 10° amostras
pseudo-randémicas para cada grandeza de entrada do
sistema multivaridvel de medi¢do, as quais foram
propagadas para as grandezas de saida, através da solugdo
do sistema de equacgdes algébricas ndo lineares. A resolucéo
desse sistema e a geracdo dos dados aleatdrios foram
executadas no software comercial MATLAB®, por meio de
um PC com 4 GB de RAM, processador Core 2 Duo e
sistema operacional Windows 7.

A comparagdo entre as estimativas, as incertezas padréo
e as covariancias dos mensurandos, fator de atrito,
velocidade média do fluido e vazdo volumétrica, obtidas
pelos métodos MLPU e MLPP, sdo apresentadas nas
Tabelas 3 e 4, respectivamente.

Tabela 3: Estimativas, incertezas padréo e covariancias dos
mensurandos, obtidas pelo método MLPU.

Incerteza Covariancias
Estimativa padréo f Q
v 593 (mis) 042 (mls)  -1,6x10°% (mis) 0,0048
' ! ' (m/s).(m°/s)
171,3x10* 4,3x10™ -5,3x10°¢ (m¥/s)
0 0,047 (m¥s) 0,012 (m%s)




Tabela 4: Estimativas, incertezas padrao e covariancias dos
mensurandos, obtidas pelo método MLPP.

Incerteza Covariancias
Estimativa padréo f Q
v 5,92 (mis) 0,43 (m/s) -1,7x10* (m/s)  0,0014 (m/s).(m*/s)
f 171,3x10" 4,4x10" -1,3x10° (m¥s)
Q 0,047 (m*%s) 0,033 (m®/s)

Como pode ser observada nas Tabelas 3 e 4, a
discrepancia entre as estimativas dos mensurandos, bem
como os parametros metrolégicos que caracterizam o grau
de confianca dessas estimativas — as incertezas padréo e as
covariancias, € praticamente inexistente. Dessa forma,
quaisquer métodos (MLPU e MLPP) podem ser utilizados
para avaliar a incerteza desse sistema de medigé&o.

Todavia, 0 método MLPP deve ser considerado como
referéncia haja vista que o mesmo considera toda ndo
linearidade do modelo de medicdo. Além disso, como este
método (MLPP) gera uma PDF multivariada para os
mensurandos, uma estimativa das regiGes (minima) de
abrangéncia dos mensurandos, ou combinacfes destes, é
possivel, maiores detalhes consultar o trabalho de Possolo
[7] e as referéncias nele contidas. Na Fig. 1 sdo apresentadas
as regides de abrangéncia (agrupadas em pares) das
grandezas de saida, fator de atrito, velocidade média do
fluido e vazdo volumétrica, para uma probabilidade de
abrangéncia de 90%. Também pode ser observado que 0s
eixos dos elipsodides ndo sdo paralelos aos eixos das
variaveis, 0 que caracteriza a existéncia de covariancias
significativas entre as variaveis (mensurandos).

5. CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado um método para estimar a
vazdo volumétrica de um fluido a partir de um sistema
multivariavel formado pelas equacdes empiricas de Darcy-
Weisbach e de Colebrook-White. Além disso, dois métodos
para avaliar a incerteza de medi¢do desse sistema de
medicdo também foram apresentados: o método MLPU,
baseado na lei de propagacdo de incertezas; e o método
MLPP, baseado na lei de propagacdo de PDFs, através do
MCM.

Apesar dos resultados gerados por ambos os métodos
serem praticamente iguais, nesse estudo de caso, 0 método
MLPP é mais robusto do que o método MLPU para avaliar a
incerteza de medicdo, pois esse considera quaisquer ndo
linearidades do modelo de medicdo. Portanto, uma maior
confianca associada as estimativas dos mensurandos, fator
de atrito, velocidade média do fluido e vazdo volumétrica, é
encontrada via suas incertezas geradas pelo método MLPP.

Outra vantagem do MLPP esta no fato de gerar a PDF
conjunta para os mensurandos, o que possibilita estimar
quaisquer estatisticas dos mesmos, inclusive as regides de
abrangéncia, as quais descrevem os valores possiveis que
podem ser atribuidos aos mensurandos, com base em uma
dada probabilidade.

O inconveniente do método MLPP reside no fato de
exigir um maior esforco computacional em relacdo ao

método MLPU, contudo a disponibilidade de computadores
cada vez mais rapidos torna o MLPP mais exequivel.
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Fig. 1. Regides de abrangéncia, delimitada pela curva vermelha,
das grandezas de saida, agrupadas em pares, para uma probabilidade
de abrangéncia de 90%o. As retas pontilhadas sdo os eixos do elipsoide.
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